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FUR REZIPROZITAT IN DER AKUSTISCHEN LEITUMGSTHEGRIE
K.-HW. Hirsch, J. Herpertz .
Ultraschailtechntk, Untversitat -GH- Duisburg

Einleitung

Lineare und zeitinvariante elektrische Systeme zur Ubertragung von Lel-
stung werden (n der Vierpoitheorie durch Ubertragungsmatrizen zwischen
Toren mit den Klemmengraofen Spannung und Stromstdrke beschrleben. Den
Vierpolen oder Iweitoren wird die Eigenschaft der Reziprozitdét zuge-
schrieben, wenn die Vierpolmatrizen bestimmien formalen Kriterien geni-
gen: Bei Vorzelchenkonvention mach Abb. 1 mu® der Guotient der Neben-
diagonalelemente +1 sein bei der Impedanz- und der Admittanzmatrix, bei

den Hybridematrizen =1, die I I
kettenmatrix A muf die i : 2
Bedtngung det(Als=-1 erfillen. [ p—— ) —ﬂE

spricht man won Antireziprozi-

- Bel wuvmgekehrten Vorzelchen U
1
tit. Sind die Betrlige der Krite-

Zweitor| |Uz

rien ungleich 1 wird das System

bzw,., die Obertragung als nicht-

reziprok bezeichnet, Lhb,Y1 Voarzeichenkonvention fir die
Lineare und zeitinvariante aku- elektrischen KlemmengroBen

stische Systeme lassen sich wile elektrische Systeme baschreiben. L.8.
wird ein Dehnwellenleiter in gleicher Weise behandelt wie ein elektri-
scher Wellealeiter: an die Stelle des Klemmengribenpaares Spannung und
Stromstdrke tritt das Paar Kraft und Schrelle. Auch hier gelten die
ohen genannten Kriterien der Reziprozitdt.

~ Probleme bei der Analyse der Reziprozitit treten auf, wenn unterschied-

" tiche KlemmenqriBenpaare beteiligt sind. Ein Belspiel sind elektroaku-
stische Wandler, an deren Toren die Klemmengrdfienpaare Kraft und

~ Schneile elperseits und Spannung und Stromstirke andererseits auftre-
ten. Bei Iweitoren dieser Art wird Im allgemeinen die eine oder andere

| Analogie zwischen den Klemmengréten unterschiedlicher Dimensicn ange-

* nommen, die dann zu Gbertragungsmatrizen filhrt, die die Rezlprozitdtshe-
dingungen erfillen. Dieses Problem st in der Literatur hdufig koniro-
vers behandelt worden. '

- Kinnen elekt roakustl:the Handler in einfachsten Fillen noch als Iwei-
" tore behandelt werden, so besteht diese Midglichkelt 2,8, bel Biegewellen-
C leitern nlcht: Biegewellen kénnen hinsichtlich des Energisflusses als
- miteinander gekoppelte Schar- und Drehwellenanteile aufgefaBt werdem,
- weil an jedem Ort der Blegoewellenleitung Leistungen nur ibher die Kiem-
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mengrifenpaare Querkraft und Querschnelle bzw. Drehmoment und Drehge-
schwindlgkeit Lbertragen werden. Diese KlemmengrdBerpaare kinnen als

" ein Ter der Scher- bzw., der Drehwelle interpretiert werden. Die
kleinste Anzahl der Tore bel der Beschreibung der dbertragungseigen-
schaften eines Lejtungsstickes hetr’&gt' daher vier, Auch fir dieses
Beispiel eines akustischen Vieltores wird wegen der unterschiedlichen
Klemzengrifenpaare eine nstentisahe Analyie ger Reziproritit bend-
tigt. :

Die Betrachtung der Reziprozitdt an 'i’feltn:_"en-mlt unters:h!edljchin'
Klemmengr&fenpaaren bleibt nicht ohne Rickwirkung auf die Systematik
der Bes:hrelbung von Iweitoren. '

Elemmengriden an 'irieltcnrin

I= folgenden wird vnrausgesetzt dafl ‘die betrachteten. elektrischan, .
elektroakustischen wund zkustischen Systue Leistung nur an Toren Uber- -
tragen, an denen jeweils zwel leistungsbezogen kontragredlente Klemmen-
grifen auftreten und als Observable gemessen werden kinnen. Dabei gelte
die Kenvention, dak das Verzeichen der Leistung fir alle Tore dasseibe
ist, wenn der Energieflub an des Toren in das System hinein gerichtet
ist. CRie Forderung nach Kentragredienz der’ Koordinatensysteme, in de=-
nen die Klemmengrofen gemessen werden, sichert auch in allgemeinen Koor-
dinaten die Invarianz der Leistungsmessung, wihrend der Lelstungsbezug
aus dimensienalen Grinden-erfarderlich ist.

Aug dem Erhaltungssatz der Energie folgt, daB bel Zeitumkehr das MeRer-
gebnis fir den Energiefluf, also fOr dié Leistung, sein Yorzelchen um-
kehrt. Das hat ﬁnnanugnztn Fir das Ilenﬂienﬂrﬁﬂ-enpur Bei Zeitumkehr -
kehrt eine und nur eine der beiden KlemmengrdBen ihr 'Hnruil:hen um /4. )
Fir die systematische Beschreibung der Vieltore erweist steh diese Un-

terscheldungsmiglichkeit der Ielstungshezugenen KlemmengriBen als nitz-
l1ich.

Beschreibung der Vieltore

Das Obertragunagsverhaiten zwisciten den n Toren des Vieltores wird durch.
n lineare Sleichungen beschrieben, FOr die systematische Behandlung des
Glejchungssystems ist es micht nmur eﬁfuruerllcn-. die Klammen-
gré&fenpaare nach Toren zw ordnen, sondern auch die Reihung der Klem-
mengrifien an jedem einzelnen Tor nach dem gleichen, ven Batrachter und
vom Problem unabhingigen Kriterium varzunehmen. Die Betrachiung daz
Verhalters der KlemmengréfBen bel Ieitumkehr liefert im Gegensatzy zur
Anwendung von Anzloglen genae digses Kriterjum,
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Die Anwendung dieses Kriteriums flhrt bei akusto-akustischen ¥ieltoren
daru, daf die Reihung des Paares Kraft-Schnells an allen Toren die
gleiche tst. Bei elektro-akustischen Systemen folgt, dab die Reihung des
Paares Kraft-Schaelle auf der elektrischen Seite keine Wahl LEBt, son-
dern die Reihung Spannung-Stromstdrke eriwingt.

Fs zelgt slch, dab ip einer depkiékonomischen Systemtiheorie slektroski-
stfsche Analogien der verschiedenenm Arten wéllig Uberfliossig, ja irre-
fohrend sein kbnnen. Bie obigen Betrachtungen entheben uns der Notwen-
digkeit, bel Biegewellenleitern akusto-akustische Analogien ziis:hen gan
Klemmengrafbenpaaren der Scherung und der Drehung einzufihren und gege-
benenfalls zu begrinden.

Reziprozitdl vom Vieltoran

Dle Reziprezitit von Vieltoren 48T sich auf die Reziprozitdt von Zweito-
ren zurlickfihren. Fir die Entscheidung, ob die Dbertragung zwischen
zwel ausgewlhlten Toren eines Vieltoras reziprok ist, i5t es erforder-
lich, fdr die verbleibenden Tore beliebige lineare Zusammenhdnge Zwi-
schen den jeweiligen Klemmengrofen vorzugeben, d.h., das Tor mit elner
beliebigen torspezifischen Impedanz abzusehlieBen: Danp 1d0t gich das
gleichungssystea des Vieltores stets zuf eine Vierpolmatrix reduzieren,
die nach den oben aufgeflhrten Kriterien auf Reziprozitdt untersucht
werden kann,

Ein vielter zoll denn als reziprok bezeichnet werden, wenn &5 nicht sdg-
lich 1st, eine Torpaarung zu finden, bel der die Reziprozitit verletzt
ist. '

Die oben vorgestellte Vorgehensweise 18T sich an jedem Vieltor realisie-
ren. Hiufig isties.jedoch méglich, dleses u.U. langwlerige Verfahren
durch einfachere Tests auf Reziprozitdt zu arsetzen. Im folgenden wird
am Tor i die bef Zeitumkenr invariant bieibende Klemmengrafie mit Xy und
dia bel Zeitumkehr einem Vorzeichenwechsel unterliegende Klemmengrifie
mit Y bezeichnet, Ein einfacherer Test ist méglich, wenn sich das Glai-
chungssystem des n-Tores in die Form bringen laft

= o o
X1 i
Bz fz
X1 = I %1
Anet e 1
Iﬂ: .:!In A
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Die Matrix 3 wird hier als generallisierte Impedanzmatrix, ihre Koeffi-
. Zienten Iy als generalisierte Impedanzen bezeichnet. In der Haupidiago-
nalen von  treten Lorsperifische [mpedanzen, sonst generalislerte [mpe-
danzen auf. Eeisplele fir generalisierte Impedanrzen sind Eraft/Strom=
stdrke, Spannung/5chnelle, Querkraft/Drehgeschwindigkelt und Dreh-
moment S Guerschneila.

Durch Anwendung des oben formulierten ReziprozZitdtskriterivms fdr Viel-
tore auf das Gleichungssystem JERt sich zeigen, dad die Reziprozitdtsbe-
dingungen im gine Aussage (ber die Matrix I zusammengafalt werden kén-
men: LARt sich aus dem Gleichungssystem eines n-Tores eine generali-
sjarte Impedanzmatrix ableiten, liegt Reziprezitdt gemau dann vor, wenn
giese Matrix Symmetrisch ist. Mam erhdlt also fir das m=-Tor n{n=1)/2
unabhidngige Reziprozititebedingungen.

Die gleiche Aussage JaRt sich zuch auf eine generalistierte Admittanzma-
trix dbertragen: LEGE sich aus dem Gleichungssystem eines n-Tores eine
generalisierte Admittanzmatrix ableiten, ist dieses Vieltor genau dann
reziprok, wenn seine Admittamzmatrix symmetrisch ist.

Viertor des Biegewellenleifers

In der Klasze der allgemelnen Vieltore stellen Leltungssticke einen ein-
Fachen Sonderfall dar, well das Gleichungensystem aws einer geraden An-
zahl von Gleichungen besteht und immer 59 separiert werdén kKanm, daB
gine Ketteppatriy die Obertragung beschreibt.

Die ¥Kettenmatrix des Biegewellenleiters i3t vom Range 4. Sie verknipft
die Tore Querkrafi-Querschnelle und Drehmoment-Drehgeschwindigkeit am
Eingang des Leltungsstlickes mit den entsprechenden Toren an seinem Aus-
gang f2/, Bei ejner Aussage zur Reziprozitdt beschrinkt man sich haufig
auf die UYUntersuchung der Determinante der Kettenmatrix. Aus den cbigen
Uberlegungen wird aber deutlich, dad die Reziprozithdt des Viertors Bleges
wellepleiter durch sechs vnabkidngige Bedingumgen gekennzelchnet sein
mud. Dlese sechs Hebenbedingungen beschrinken die Anzahl der unabhingi-
gen Kopeffizienten der Eettenmatrix auf 10 und nicht awf 15, wie &5 allein
die Jeterminantenregel, Jdie aur eine zusdtzliche Gleichung zwischen den
Koeffizienten darstellt, ergibt.
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